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Perbandingan Bilangan Dominasi Jarak Satu
dan Dua pada Graf Hasil Operasi Comb

Reni Umilasari

Jurusan Teknik Informatika Universitas Muhammadiyah Jember
reni.umilasari@gmail.com

Abstrak

gimpunan dominasi S pada graf G = (V, E) adalah subset dari V' (G) sedemikian setiap simpul
G yang bukan elemen S terhubung dan berjarak satu terhadap S. Kardinalitas minimum di anta-
ra himpunan dominasi pada graf G disebut bilangan dominasi dari graf G gdan dinotasikan ~(G).
Sedangkan himpunan dominasi jarak dua yang dinotasikan dengan Ss, yaitu subset dari V(G) sede-
mikian simpul G yang bukan elemen S memiliki jarak maksimal dua terhadap So. Bilangan dominasi
jarak dua dari graf G ~,(G) agglah kardinalitas minimum dari himpunan dominasi jarak dua. Da-
lam penelitian ini ditentukan bilangan dominasi jarak satu dan jarak dua pada graf hasil operasi
comb antara graf Lintasan (P,,), graf Lingkaran (C,,), serta graf Bintang (S,,) vang terdiri dari graf
PP, P C,, Pp-S,, Che Py, Ch e C, dan O, 1> 5,,. Selanjutnya, akan dicari relasi antara bilangan
dominasi jarak satu dan dua dari hasil yang diperoleh.

Kata kunci: bilangan dominasi, himpunan dominasi, graf bintang, graf lingkaran, graf lintasan,
operasi comb

1. Pedahuluan

Dominating secara matematis dikenalkan pada awal tahun 1960. Sejak saat itu baik him-
punan dominasi maupun bilangan dominasi banyak digunakan dalam berbagai aplikasi. Salah
satu contoh aplikasi dari bilangan dominasi adalah menentukan banyaknya pos pertolongan
pertama pada suatu wilayah yang terjadi bencana alam. Misalkan wilayah tersebut terdiri dari
banyak desa-desa kecil. Simpul dari graf mewakili desa-desa di wilayah tersebut. Sisi yang
menghubungkan dua simpul menunjukkan bahwa pos pertolongan pertama darurat didirikan
di salah satu desa vang juga dapat melayani desa lainnya. Kemudian, himpunan dominasi
minimum dari graf akan merepresentasikan cara melayani seluruh wilayah dengan jumlah pos
pergglongan pertama yang minimum.

gperasi antara dua graf merupakan salah satu cara untuk memperoleh bentuk graf-graf
baru. Terdapat berbagai jenis operasi dalam grgfgmisalnya operasi join (+), gabungan (U),
kartesian (x ), korona (®), dan operasi CGTQ(D). Misalkan G dan H adalah graf terhubung dan
u adalah simpul di H. Operasi comb dari graf G dan graf H dinotasikan dengan G > H adalah
graf yang diperoleh dengan mengambil satu kopian G dan |G| kopian dari H dan melekatkan
simpul u dari masingmasing graf H kopian lggi pada simpul ke-: dari graf G [5].

Himpunan dominasi (dominating set) S pada graf G adalah subset dari V(G) sedemikian
setiap simpul G yvang bukan elemen S terhubung dan berjarak satu terhadap S. Kardinalitas




minimum di antara himpunan dominasi pada graf G disebut bilangan dominasi (dominating
number) dari graf G' dan dinofgpikan 7(G) [3]. Sedangkan himpunan dominasi jarak dua yang
dinotasikan dengan S,, yaitu subset dari V(G) sedemikian simpul G yang bukan elemen S,
terhubung dan memiliki jarak maksimal 2 terhadap S;. Bilangan dominasi jarak dua dari graf
G 72((G) adalagg kardinalitas minimum dari himpunan dominasi jarak dua. Dalam penelitian
ini ditentukan bilangan dominasi jarak satu dan jarak dua pada graf hasil operasi comb antara
graf Lintasan (F,,), graf Lingkaran (C},), serta graf Bintang (.5,,) yang terdiri dari graf P, o
P, P C, P, S8y, G, B, Cy, > Ciy cla??n > S,,. Selanjutnya, akan dicari relasi antara

bilangan dominasi jarak satu dan dua dari hasil yang diperoleh.

2. Metode Penelitian

Metode penelitian yang digunakan dalam penelitian ini meliputi : a.) Mengkonstruksi graf
hasil operasi comb antara Lintggan (P,), lingkaran (C,,), serta bintang (S,,). (b.) Menentukan
himpunan dominasi minimum jarak satu dan dua dari graf hasil operasi comb. (c.) Menentuk-
an hipotesis bilangan dominasi jarak satu dan dua berdasarkan penentuan himpunan dominasi
minimum. (d.) I\-Imnbﬂtikan hipotesis bilangan dominasi dari masing-masing graf. (e.) Me-
nentukan relasi antara bilangan dominasi jarak satu dan dua dari masing-masing graf.

3. Hasil dan Pembahasan

Dalam penelitian ini diperoleh lnsil mengenai gilangan dominasi jarak satu dan dua pada
graf P, P,, P, v C,, dan P, S,. Bilangan dominasi jarak satu graf hasil operasi comb tidak
dapat digeneralisasi untuk sebarang dua graf. Hal ini dikarenakan nilai bilangan dominasi
pada masing-masing graf hasil operasi comb pasti berbeda, vaitu tergantung pada graf yang
dioperasikan dan simpul yang dilekatkan. Graf P, > P, diperoleh dengan melekatkan salah satu
simpul ujung P, pada setiap simpul P,,. Untuk simpul graf C,, yang dilekatkan pada P, dipilih
sebarang simpul, sedangkan graf P, © S, diperoleh dengan melekatkan salah satu pendant 5,
pada setiap simpul P,,.

U.n v2,ﬂ U3.n Um—1,n Urmnn
-1 Pan-1 U3, n-1 Pm—1,n—1 Vm,n—1
' Tn—2 ; V2 n—2 : U3,n-2 : Um—1,n=2 ! Um.,p—2
Q 2,3 Us,3 VUm~—1,3 Vmn,3
%vl 2 {1}2‘2 V3,2 Um-1.2 Upn.2
vI, 1 V2.1 3,1 Um—1,1 Umn,1

Gambar 1: Graf P, P, untuk n = 0 (mod 3) dengan Simpul-Simpul Warna Putih Merupakan
Simpul Elemen Himpunan Dominasi Jarak Satu

Teorema 1. Diberikan dua hah graf lintasan P, dan P, dengan masing-masing ordernya m
dan n untuk m,n > 2. Maka bilangan dominasi jarak satu pada graf hasil operasi comb P> P,
adalah
m([2] Jikan =0 (mod 3) dan n =2 (mod 3)

V(P Pp) = { m[EJ 4 [%] jikan=1 (mod 3)




Bukti: Misalkan V(P,, > P,) = {‘/Z;gl <i<ml<j<n}dan |P,> P, = mn. Untuk
menunjukkan banyak simpul minimal yang menjadi elemen himpunan dominasi jarak satu
pada graf P, > P,, maka untuk masing-masing nilai n akan dibagi menjadi dua kasus. Kasus
pertama jika simpul-simpul S merupakan elemen simpul P,, dan P,, sedangkan kasus kedua
jika S hanya diambil dari simpul-simpul P,.

1. n =0 (mod 3)

Kasus 1: S € V(P,)UV(F,)

Ambil simpul-simpul £, sebagai elemen himpunan dominasi jarak satu, yaitu simpul-
simpul dengan derajat sama dengan 3, dengan asumsi simpul yang berderajat tinggi dapat
mendominasi lebih banyak simpul. Sehingga untuk seiggp Vi1 dan deg(v;) = 3, maka
v;; dapat menjangkau maksimal 4 simpul, diantaranya v; 1, v; 11, v;411 dan v;5. Karena
v;; dengan 1 < i < m merupakan Lintasan dengan m simpul, sehingga sesuai Goddard
dan Henning (2006) maka bilangan dominasi jarak satu pada P, adalah (P,,) = [%].
Simpul-simpul P, yang belum terdominasi merupakan simpul-simpul pada [%] kali graf
Lintasan P,_s dan m — [’;—‘] kali graf Lintasan P,_;. Dengan demikian dapat ditentukan
bahwa y(P,_1) = [%5}] dan y(P,—2) = [%52%]. Karena n € Z* dan n = 0 (mod 3), maka
dapat ditulis bahwa 4 (P,—1) = y(P—2) = 7. Sehingga banyak himpunan dominasi jarak
satu pada P, > P, untuk kasus pertama adalah

e < (2] 8] el [2]) 38 [2] = 2 2]

Kasus 2: S e V(P,)
Karena graf P, P, diperoleh dengan melekatkan salah satu simpul ujung P, pada setiap
simpul F,,, maka dapat dikatakan bahwa graf P, > P, merupakan graf yang terdiri dari
m kali Lintasan P,. Karena v(FP,) = [§] dan n = 0 (mod 3), maka dapat ditulis bahwa
v(P,) = 3, sehingga

n;.-(R“' & -Pn) S n"(?(Ra))
mmn

3

Dari kasus 1 dan 2 dapat dilihat bahwa %% < 2% 4 [2], maka bilangan dominasi pada
P> P,, lebih minimal jika dipilih simpul-simpul elemen S pada V' (F,). Dengan demikian,
diambil batas atas bilangan dominasi jarak satu pada P, > P, vaitu (P, > P,) < %

TIere

Selanjutnya untuk menunjukkan apakah “* merupakan bilangan dominasi yang mini-
mum, dimisalkan (P, > P,) < %Z* — 1. Karena setiap simpul pada S maksimal dapat
mendominasi 3 simpul dan n = 0 (mod 3) , maka banyak simpul maksimal yang dapat
didominasi adalah

(% — 1) 3=mn—3 < mn.

Karena banyak simpul yvang dapat didominasi kurang dari banyak simpul atau order
pada P, P,, maka terdapat beberapa simpul yang tidak dapat didominasi. Hal tersebut
menunjukkan bahwa v( P, P, ) ﬁ 7+ —1 dan % merupakan bilangan dominasi minimum
pada P, P,. Sehingga terbukti bahwa (P, > P,) =

TILTL

3
Sebagai contoh perhatikan Gambar 1, tanpa mengurangi perumuman jika v; s bukan ele-
men dari S maka simpul v; 3, v; 2, dan v; ; tidak dapat didominasi oleh simpul manapun
vang menjadi elemen S.




2. n=1 (mod 3)

Kasus 1: S € V(P,)UV(F,)

Sama seperti pembuktian sebelumnya, jika simpul-simpul F,, diambil sebagai simpul
elemen S, yaitu simpul-simpul dengan derajat sama dengan 3, maka v(P,,) = [5] dan
banyak simpul maksimal yang dapat didominasi oleh [%] simpul adalah 4[%] blmpul
Simpul-simpul P, yang belum terdominasi merupakan simpul-simpul pada [”‘] kali graf
Llntaban P, o dan m — |"f"| kali graf Lintasan P,_;. Sehingga, dapat ditentukan bahwa
Y(Pac1) = [2572] dan y(P,s) = f“_g] Kdrcnd n € Z* dan n =1 (mod 3), maka dapat
ditulis bahwa v(P, ;) = 4(P,_2) = gega banyak himpunan dominasi jarak satu

pada P, P, jika S € V(P,)U V(R.L) adalah

i

ey < [51(57) = [51) (57) 45
-

Kasus 2: S € V(P,)
Karenan = 1 (mod 3) dan y(P,) = [%] maka dapat ditulis bahwa (P,) = “+2. Sehingga,
a
VWPn P,) < m(y(F))
m(n + 2)
7

Dari kasus 1 dan 2 dapat dilihat bahwa L + [2] < M Dengan demikian,
batas atas minimal bilangan dominasi Jarak satu pada P, > P;, yang diambil adalah
1
V(P P,) < 2l 4 [,
Untuk menunjukkan batas bawah, terlebih dahulu akan dijelaskan banyaknya simpul
maksimal yang dapat didominasi oleh masing-masing simpul seperti berikut ini.

(i.) Untuk S € P,
Karena satu simpul S pada P,, maksimal dapat mendominasi 4 simpul, maka banyak
simpul yang dapat didominasi adalah 4[%].

(ii.) Untuk S € P,
Karena satu simpul S pada P,_; maksimal dapat mendominasi 3 simpul dann =1
(mod 3), maka banyak simpul yang dapat didominasi adalah 3 (m — r"&ﬁ]) (";1).

(iii.) Untuk S € P, o
Karena satu simpul maksimal dapat mendominasi 3 simpul dan |P,—o] = n — 2
mengakibatkan n = 2 (mod 3), maka untuk setiap P, o terdapat n — 4 simpul
yang masing-masing mendominasi 3 simpul dan satu simpul mendominasi 2 simpul.
Sehingga banyak simpul yang dapat didominasi adalah 3 (f%1 (" 4)) +2 (f’”] . 1)‘

. . -1 . . ..
Berikutnya untuk menunjukkan w + [%] adalah bilangan dominasi yang paling mini-

mum dimisalkan v(P,, > P,) < ﬂ“"—” + [%] — 1 dan diasumsikan simpul yang berkurang
merupakan simpul anggota V( m) Sehingga dari (i.) sampai (iii.) banyak simpul mak-
simal yang dapat didominasi yaitu

1151 =0) +s (m= [3]) (57) 3 (151 (57)) +2([31 )

=mn—m+2’-%-‘—4<mn.




Karena banyaknya simpul yang terdominasi lebih kecil dari banyaknya simpul pada P,
R,naka V(P > Pp) £ ”‘(”_ + [%] — 1. Sehingga terbukti bahwa (P, > P,) =

m. n—1 + |'7u']

3. n =2 (mod 3)

Kasus 1: S € V(Pn)UV(P,)

Untuk n = 2 (mod 3) pada kasus pertama juga diambil simpul-simpul P,,, vang berderajat
3 sebagai elemen himpunan dominasi jarak satu. Karena v(P,) = f%] dan simpul-simpul
P, yvang belum terdominasi merupakan simpul-simpul pada [m] kali graf Lintasan P,_,
dan m — [%] kali graf Lintasan P,_; dengan (P,_1) = [%5 11 dan y(P,—2) f":‘}]
Karena n € Z* dan n = 2 (mod 3), maka dapat ditulis bahwa (P,—;) = % dan
Y(P,_2) = % Oleh karena itu, banyak simpul S pada P,, > P, adalah

ma [B= n+1 m
Boery < (g]( 3 ) (m=[3 D( )*h]
_ e
TR
Kasus 2: S € V(P,)

Sama seperti kasus 2 pada n = 0 (mod 3) dan n = 1 (mod 3), maka y(P,) = [5] dan
dapat dituliskan v(P,) = "1’1. Sehingga bilangan dominasi jarak satu pada B, > P,
adalah

'}'(Hrabpn) < T}'},(’}'(RL))

Baik kasus 1 maupun kasus 2 menunjukkan nilai batas atas minimal yang sama, yaitu

Y(Ppu > Pp) < ”‘(”T“), dengan S dapat diambil dari simpul-simpul elemen F,. Hal ini
mengakibatkan pada setiap P, terdapat “7= 2 simpul yang masing-masing dapat medomi-
nasi 3 simpul dan satu buah simpul yang mcndominasi 2 simpul, karena n = 2 (mod 3).
Sehingga untuk m buah P, pada P,, > P,, maka banyak simpul maksimal vang dapat
didominasi adalah 3 (m (252)) + 2(m - 1).

Andaikan (P, > P,) < # — 1, misalkan diambil sebuah simpul pada P, yang seha-
rusnya dapat mendominasi maksimal 3 simpul sedemikian bukan elemen S. Maka banyak
simpul yang dapat didominasi adalah

3(m(”‘;2—1))+2(m-1)=mn—3<mn.

Pernyataan di atas juga menunjukkan bahwa banyak simpul yang dapat didominasi ku-
rang dari banyaknya simpul pada P, > P,. Sehingga v(P,,>P,) £ ”"(”T“) —1 dan terbukti

bahwa (P, > P,) = & n:-ll

Pada pembuktian di atas telah ditunjukkan bahwa bilangan dominasi untuk n = 0 (mod

3) dan n = 2 (mod 3) masing masing (P, > P,) = 5+ dan y(P, > P,) = m("H). Kedua
pernyataan tersebut dapat digabung sedemikian (P, > P w) = m[%]. Sedangkan untuk n=1
(mod 3), Y(P® Pu) = 252 + [5] =m(3] + [3]. 0

Sedangkan untuk bilangan dominasi jarak dua, berikut ini juga akan ditunjukkan graf
P, > P, sebagai perbandingan pembuktian dengan bilangan dominasi jarak satu seperti pa-
da Teorema 1.




Teorema 2. Diberikan dua In'u’z graf lintasan P, dan P, dengan masing-masing ordernya m
dan n untuk m,n > 2. Maka bilangan dominasi jarak dua pada graf hasil operasi comb P, > P,
adalah

6]
jikan =0 (mod 5), n =3 (mod 5)n =4 (mod 5)

mf%]
Yo(Pr>Ppy) =< m|E] +[%] jikan=1 (mod )
m|E] +[%] jikan =2 (mod 5)

Bukti: Misalkan V(P,, > P,) = {V}gl <i<m,1<j<n}dan |P,> P,| = mn. Berdasarkan
definisi operasi comb, maka simpul ujung P, vang melekat pada graf P, dapat dikatakan
sebagai simpul-simpul P, atau pun simpul-simpul FP,,. Oleh karena itu, untuk menunjukkan
banyak simpul minimal yang menjadi elemen himpunan dominasi jarak dua pada graf P, &
P,, maka untuk masing-masing nilai n akan dibagi menjadi dua kasus. Kasus pertama jika
simpul-simpul S hanya diambil dari simpul-simpul P,, sedangkan kasus keduna jika S diambil
dari V(P,) U V(P,,) dengan ketentuan simpul Sy diambil terlebih dahulu dari V (P, )sebanyak
kelipatan 5, karena satu simpul elemen S, pada £, dapat mendominasi maksimal 5 simpul.
Kemudian dilanjutkan pada simpul-simpul V(P,) yvang terhubung atan memiliki jarak terkecil
dengan V(P,,) yang belum terdominasi.

1. n =0 (mod 5)
Kasus 1: S; € V(FP,)
Menurut [7] v2(P,) = [%], karena n = 0 (mod 5) dan n € Z* maka bilangan dominasi
jarak dua pada setiap P, adalah ~,(F,) = [’—ﬂ vang nilanya adalah v,(F,) = 2. Karena
terdapat m buah P, pada graf P, > P,, maka batas atas bilangan dominasi jarak dua
pada P, > P, adalah vo( Py, > P,) < m(y2(Pn > F,)) = 5~

Kasus 2: Sy € V(FP,) UV (FP,)
Karena n = 0 (mod 5), maka dari kasus pertama semua simpul sudah dapat didominasi
dengan jarak maksimal dua.

Oleh karena itu, batas atas minimal yang diambil dari bilangan dominasi jarak dua pada
P, > P, adalah

mn
AJ':Z(Pm, & Ra) S T

Selanjutnya akan ditunjukkan apakah ™" merupakan bilangan dominasi yang minimum

5
pada graf P, > P,. Andaikan (P, > P,) < %t — 1. Karena setiap simpul elemen S,
maksimal dapat mendominasi 5 simpul, maka banyak simpul yang dapat didominasi jika
Y2o(Pp > Py) < % — 1 adalah

5 (% — 1) =mn—5 < mn.

Dengan demikian, vo(P,, > P,) £ % — 1, karena terdapat beberapa simpul yang tidak

dapat didominasi. Sehingga terbukti bahwa ™2 adalah bilangan dominasi jarak dua vang

b ]
mn

minimal pada graf P, & P,, maka 7,(P,, > P,) = =

2. n=1 (mod 5)
Kasus 1: Sy € V(F,)
Untuk setiap P ,, bilangan dominasi jarak dua pada P, adalah ~(P,) = [ﬂj, karena
n =1 (mod 5) dan n € Z*, maka (P,) = ”'_::4. Karena terdapat m buah P, pada graf




P, > P,, maka batas atas bilangan dominasi jarak dua pada Py, P, adalah v»( P> P,) <

m(na(Pa)) = M5,

Kasus 2: S, E V(P,)UV(P,)

Karena n = 1 (mod 5), maka terlebih dahulu ditentukan bilangan dominasi jarak dua
pada P,_;. Sebagaimana disebutkan dalam [7], v(P,-;) = f”'gl]. Karena m € Z7* de-
ngan m = 1 (mod 3), maka yo(P,_1) = 2% untuk m buah P,_; maka bilangan
dominasi jarak duanya adalah @ Sedangkan satu simpul pada P, yang belum ter-
dominasi yang juga merupakan simpul-simpul V(P,,) memiliki bilangan dominasi [%].

(n—1) m
< moch )

Dengan demikian bilangan dominasi pada graf P, P, adalah vs(P,,>FP,)

Dari kasus 1 dan 2 tersebut dapat dilihat bahwa &(’1};11 +[2] < ﬂ’;L’”, sehingga diambil

batas yang minimal untuk bilangan dominasi jarak dua pada P, P, vaitu vo( P, P,) <
~1

mED 4 1),

. =i
Andaikan m(”T) + f"'”] bukan bilangan dominasi yang minimal, misalkan (P, > P,) <
w + f?] — 1. Karena setiap simpul maksimal dapat mendominasi 5 simpul, maka
. . . . . -1
banyak simpul maksimal yang dapat didominasi adalah (% + [%#] — 1)5, karena

pai

m € Z* dan m = 0 (mod 5), maka [£] = %. Sehingga

(MJ“[?W —1)5=(M+?—1)5=mn—5<mn.

Dengan demikian, simpul yang terdominasi kurang dari order pada graf P, > P,, maka
terdapat beberapa simpul yang tidak dapat didominasi. Sehingga yo(P,,t> P,) £ m(n—1) +
[%] — 1 dan terbukti bahwa y(P,, > P,) = ﬂ’l);ll + [%] adalah bilangan dominasi _]dl‘ak
dua yang minimal.

. n =2 (mod 5)
Kasus 1: Sy € V(F,)
Untuk setiap P;,, bilangan dominasi jarak dua pada P, adalah v,(P,) = [%], karena

n € Z* dan n = 2 (mod 5), maka v,(P,) = “:; Karena terdapat m buah Pn pada graf

P, > P,, maka batas atas bilangan dominasi jarak dua pada P, P, adalah v (P, P,) <
m(a(P,)) = T,

Kasus 2: Sy € V(P,) UV (P,)

Karena n = 2 (mod 5), maka terlebih dahulu ditentukan bilangan dominasi jarak dua
pada P, 5. Sebagaimana pada pembuktian-pembuktian sebelumnya, maka vo(P, ») =
22 Schingga untuk m buah P,_» maka bilangan dominasi jarak duanya adalah M
Sodangkan dua simpul pada setiap P, yang belum terdominasi salah satunya merupakan
simpul V(P,,). Sehingga himpunan simpul yang belum terdominasi sama dengan graf
P,, yang masing-masing simpulnya terhubung dengan sebuah simpul. Setiap simpul yang
belum terdominasi tersebut isomorfis dengan graf P,, ©® G, GG} adalah trivial yang hanya
memiliki satu simpul. Sehingga menurut (7], 2(Pn © G1) = [2]. Dengan demikian
bilangan dominasi pada graf P, > P, adalah v (P, > P,) < ﬂ’l}—Ql + [’—';]

Dua kemungkinan batas atas minimal bilangan dominasi jarak dua pada kasus 1 dan 2
. —2 3
menunjukkan % + 7] < m sphingga diambil batas minimal untuk bilangan

dominasi jarak dua pada P,, & P, 3a1tu Yo(Pn b B} < M + [%].
Misalkan m(”—)_z) + [2] bukan bilangan dominasi yang minimal. Andaikan 75(P, > F,) <

ﬂf;;z) + [%] — 1. Karena setiap simpul maksimal dapat mendominasi 5 simpul, maka




[

banyak simpul maksimal yang dapat didominasi adalah (”‘("T_Z) +[Z] - 1)5.

(@1—[%—‘—1)5 < (w+(%+l)_l)5

5m
= mn—2m+T.

Karena mn — 2m + “‘m < mn, sehingga terdapat beberapa simpul yang tidak dapat

didominasi. Sehingga "}-2(Pm B Pp) % m(”T_Q) + [5] — 1 dan terbukti bahwa v5(P, > P,) <
m{n—2) m
eI

5 3

n =3 (mod 5)

Kasus 1: S, € V(F,)

Untuk setiap P, ,, bilangan dominasi jarak dua pada P, adalah v,(FP,) = [ 2] , karena
n =3 (mod 5) dan n € Z*, maka »(P,) = “i:z Karena terdapat m buah Pﬂ pada graf

P, > P,, maka batas atas bilangan dominasi jarak dua pada P, > P, adalah (P> P,) <
m(r2(Pa)) = 22,

Kasus 2: S; € V(P,)UV(P,)

Karena n = 3 (mod 5), maka terlebih ditentukan bilangan dominasi jarak dua pada P,_s.

Sama seperti pembuktian sebelumnya, maka v2(P,_3) = %=2. Schingga untuk m buah

m('n 3)

P, _3 maka bilangan dominasi jarak duanya adalah Sodangkan tiga simpul pada
setiap P, yang belum terdominasi salah satunya mer 1.1pakan simpul-simpul V(P,,). Se-
hingga himpunan simpul yang belum terdominasi sama dengan m buah graf P; dengan
salah satu simpul ujungnya terhubung dan membentuk Lintasan P,,. Karena jarak terja-
uh untuk setiap simpul P, pada simpul P, yang belum terdominasi sama dengan 2, maka
setiap simpul P,, diambil sebagai elemen S5, sehingga kedua simpul P, tersebut dapat
didominasi. Dengan demikian bilangan dominasi jarak dua pada graf P,, > P, adalah

72(}:,7:; > P'u) S m(+_31 + m.

m(n+2)
5

—3 - . . 5 .
= m(?l, L + m, schingga kasus 1 dan 2 menunjukkan bilangan dominasi
+ m.

Karena

7:;(71 3)

jarak dua minimal yang sama. Sehingga vo(P,, > P,,) <

Selanjutnya, misalkan @ + m bukan bilangan dominasi yang minimal. Andaikan

Yo P & Pp) < M +m — 1, karena setiap simpul dari M simpul dapat mendomi-

nasi maksimal 5 simpul dan setiap simpul dari m simpul dapdt mendominasi 3 simpul.
Maka jika diambil sebuah simpul dari ﬂ":—"') simpul bukan menjadi elemen Sy pada P,
mengakibatkan banyak simpul maksimal yang dapat didominasi adalah

(m(ns_ 3) _ 1) 5.‘_?”‘3 =mn—5 < mn.

Dengan demikian terdapat beberapa simpul yang tidak dapat didominasi, karena jumlah
simpul maksimal yang dapat didominasi kurang dari banyaknya simpul pada P, = P,.
Sehingga v5( Py, & P,) ;{ M 4+ m — 1 dan terbukti bahwa v, (P, > P,) = M +m
atau I?(-Pmb Pn) - w

n =4 (mod 5)
Kasus 1: S, € V(P,)




Untuk setiap P;,, bilangan dominasi jarak dua pada P, adalah v»(P,) = [%], karena
n =4 (mod 5) dan n € Z*, maka (P,) = “_*5"1. Karena terdapat m buah P, pada graf

P,,> P,, maka batas atas bilangan dominasi jarak dua pada P,,t> P, adalah (P, > P,) <
m(na(Py)) = 2G.

Kasus 2: S, € V(P,)UV(P,)

Karena n = 4 (mod 5), maka pertama kali ditentukan bilangan dominasi jarak dua
pada P,_,. Sama seperti pembuktian sebelumnya, maka ,(FP,_4) = % Sehingga

untuk m buah P,_, maka bilangan dominasi jarak duanya adalah m Sedangkan 4
simpul pada setiap P, yang belum terdominasi salah satunya merupakan simpul-simpul
V(Py). Sehingga himpunan simpul yang belum terdominasi terdiri dari m buah graf P,
dengan salah satu simpul ujungnya terhubung membentuk Lintasan P,,, Karena jarak
terjauh untuk setiap simpul P,, pada simpul P, vang belum terdominasi sama dengan
3, maka jika diambil simpul P, sebagai elemen S5 mengakibatkan banyaknya himpunan
dominasi yang dibutuhkan untuk menjangkau simpul-simpul yang belum terdominasi
tidak akan minimum, karena simpul vang dibutuhkan pasti lebih dari m simpul. Sehingga
untuk kasus ini minimal diambil satu simpul untuk masing-masing P; dan bukan v;;
atau pun v; 4, karena d(v;y,v;4) = 3. Dengan demikian dibutuhkan minimal m simpul
dengan masing-masing simpul dapat mendominasi 4 simpul, yaitu v;» atagm;s;. Karena
i =1,2,...,m, maka bilangan dominasi jarak dua pada graf P,,> P, adalah 7»(P,>F,) <
m!r;—-fl) +m= m!?‘;,+l|_n'

Kasus 1 dan 2 menunjukkan bilangan dominasi jarak dua minimal yang sama. Sehingga
kita dapat mengambil batas atas bilangan dominasi jarak dua pada P, P, yaitu ys( P,
P,) < 2ol gy,

Andaikan M +m bukan bilangan dominasi jarak dua yang minimal. Misalkan ~(P,,>
B} < ﬂ’;;” +m — 1, yaitu dengan mengambil sebarang satu simpul pada P, sedemikian
tidak lagi menjadi elemen S;. Hal ini mengakibatkan banyak simpul maksimal yang dapat
didominasi adalah

(n —4
(7?”{”{, )—1)5+m-4=mn—5<mn.
5

Dengan demikian terdapat beberapa simpul yvang tidak dapat didominasi. Sehingga
Yo P & Pp) < ﬂ";;“il + m — 1 dan terbukti bahwa (P, > P,) = M + m atau

Y2(Pr > Pp) = 2

Masing-masing nilai n pada kelima pemjggktian di atas menunjukkan bilangan dominasi
jarak dua pada P,,> P, berbeda-beda. Untuk n = 0 (mod 5), n = 3 (mod 5), dan n = 4 (mod 5)
dapat disimpulkan bahwa v, (P,,>P,) = m[%]. Untuk n = 1 (mod 5), yo( Pt Pn) = m[ 2 |+[%2],
sedangkan untuk n = 2 (mod 5), y2(Pn > P,) = m| 2] + [%]. O

Teorema 3. Diberikan graf lingkagm C,, dan graf bintang S,, dengan masing-masing ordernya
n dan m untuk n,m > 3. Moaka bilangan dominasi jarak dua pada graf hasil operasi comb

Cy > Sy adalah v2(Cy > Sy) = n.

Bukti: Graf C, S, ﬁalah graf yang diperoleh dengan melekatkan salah satu simpul pendant
dari masing-masing graf S, kopian ke-i pada setiap simpul graf C',. Maka |C,,>S,,| = n(m+1).
Berdasarkan Observasi dalam [7] diketahui bahwa 7,(S,,) = 1. Karena terdapat n kopi graf
S, pada C, > S,,, maka maksimal terdapat n simpul elemen himpunan dominasi jarak dua.
Sehingga dapat dituliskan bahwa |Ss| = v2(C,, > S,,) < n.




Andaikan 45 (C, > S,,) < n— 1, maka terdapat S, kopian ke-i yang semua simpulnya bukan
elemen himpunan dominasi jarak dua. Seperti yang diketahui bahwa graf Bintang S, memiliki
diameter sama dengan 2. Sehingga pastilah terdapat v; elemen S, sedemikian d(v;, S5) > 2.
Oleh karena itu, |Ss| € n — 1, sehingga n adalah bilangan dominasi jarak dua minimum pada
graf C,, > S,,. Dengan demikian terbukti bahwa |S3| = v2(Cp > Sp) = n. O

Untuk graf-graf yang lain seperti graf P, > C,,, C, > P,,, dan C,, > P,,, pembuktian bilangan
dominasi jarak satu dan dua analog dengan pembuktian pada Teorema 1 dan 2. Sedangkan
bilangan dominasi jarak satu dan dua dari graf P, > S, dan C,, > S,, analog dengan Teorema
3. Oleh karenggitu, secara umum nilai bilangan dominasi jarak satu dan dua dari semua graf
yang diamatirgpat dilihat pada Tabel 1 dan Tabel 2.

Dari kedua tabel tersebut dapat dilihat bahwa secara umum tidak dapat disimpulkan per-
bandingan antara bilangan dominasi jarak satu dengan bilangan dominasi jarak dua pada graf
vang sama. Sebagai contoh, menurut Goddard dan Henning (2006) graf Lintasan P, memiliki
bilangan dominasi jarak satu yaitu v = [%], dalam [7] diketahui bilangan dominasi jarak dua
pada graf Lintasan P, adalah v,(P,,) = [%].

Sedangkan graf Bintang seperti yang diketahui memiliki bilangan dominasi jal‘a.kmtu dan
jarak dua yang sama yaitu v(S,) = 1%(S,) = 1. Begitu juga untuk graf hasil operasi, graf hasil
operasi comb antara graf Lintasan dengan graf Bintang memiliki bilangan dominasi jarak satu
dan jarak dua yvang sama. Akan tetapi tidak berlaku untuk P,, > P, dan P,, > C,, serta graf
yvang lainnya. Hal ini dikarenakan oleh beberapa faktor, seperti jarak antar simpul, pemilihan
simpul elemen himpunan dominasi, derajat setiap simpul, diameter dan sebagainya.

Tabel 1: Ringkasan gilangan Dominasi Jarak Satu pada Graf HasilOperasi Comb
Graf Bilangan Dominasi ank Dua

m[5] jika n =0 (mod 3) dan n = 2 (mod 3)
m|5] + %] ik n = Lgmod 3)
m[%] jika n Eﬂ(r:od 3) dan n = 2 (mod 3)
m|2]+[2] jikan=1 (mod3)

jika m =

Py B, "J'(Pmbpﬂ):{

-P'm [ Cn W(Pm. B Cn) = {

I)‘m. &> S‘u '\."(I)m. B S‘u) =m

1 0 (mod 3) dan m = 2 (mod 3)
1] +[3] jkam= h(mod 3)

n[F] jika m =0 (mod 3), m = 2 (mod 3)

{ ]+ %]  jikam=1 (mod 3)

Cn [ -Pm. "Y(Cu [ -Pm.) = {

Cn [ Cm, W(C‘ﬂ & CTH) =

Cn [ an, "I(Cn g S'm-) =n




Tabel 2: Ringkasan gilangan Dominasi Jarak Dua pada graf Hasil Operasi Comb

Graf Bilangan Dominasi_Jarak Dua
[ 2] jika n =0 (mod 5), 7 = 3 (mod 5)
n =4 (mod 5
Pt Py | v2(Pm>Pp) = 5 m . (_ :
m| %]+ [%] jikan =1 (mod 5)
m|3]+ %] jikan =2 (mod %
m[%] jika n =0 (mod 5), n =4 (mod 5)
PheCy 'T'Q(Pxn an) = TFLL%J + r%.| Jlkd n=1 (Il’l()d 5)
| m|3] + %] jikan =2 (mod 5),n = 3 (mod 5)
P.rn, [ S‘u W'Q(Pm, & S‘u) =m
n[Z] jika m = 0 (mod 5),m = 3 (mod 5),
=4 db
Cn [ 1D‘.rn, TQ(CH & -P'm.) = " (Ino O)
n|2]+ %] jikam =1 (mod 5)
n| 2]+ 3] jikam =2 (mod 5) =
e jika m = 0 (mod 5), m = 4 (mod 5)
Cpo Cpy | 12(Cr>Ch) = n|#]+[%] jikam =1 (mod 5)
| nl3]+ [3]  jika m =2 (mod 5),m = 3 (mod 5)
Cn =4 Sm ’}'.2(671 b S‘.rn,) =n

4. ﬁesimpulan

Berdasarkan hasil penelitian diperoleh beberapa kesimpulan sebagai berikut.

-
1. Bilangan dominasi jarak satu dan dua pada graf hasil operasi comb antara graf Lintasan

dan Bintang adalah (P, > S,) = Y(P, > S,) =m

ilangan dominasi jarak satu dan dua pada graf hasil operasi comb antara graf Lingkaran
dan Bintang adalah v(C, > S,,) = 72(C, > S;n) =n
3. Bilangan dominasi jarak satu pada graf hasil operasi comb antara graf Lintasan dan

Lingkaran antara lain:

jika n =0 (mod 3

N _J m[3] ) dan n = 2 (mod 3)
a. (P> Py) = { m|3z]+[F] jikan= b(mod 3)
b. ~(PobO.) = m[z] jika n =0 (mod 3) dan n = 2 (mod 3)
+ V(> Cn) = m|%] +[%] jikan =1 (mod 3)
N | n[Z] jika m = 0 (mod 3) dan m = 2 (mod 3)
/(Cn® Pn) = { n[’—j_’“] + 2] jikam =] (mod 3)

n[2]
m n
nl3] + 3]
ilangan dominasi jarak dua pada graf hasil operasi comb antara graf Lintasan dan Ling-
karan antara lain:

2 (mod 3)

Y (Co b C) = { jika m = 0 (mod 3;, m=

jika m =1 (mod 3




0

.
m[Z] jika n =0 (mod 5), n = 3 (mod 5),
” _ n =4 (mod 5)
(PP B) =0 miz) 4 2]  jike =1 (0004 5)
m|2] + 2] jikan =2 (mod 5)
m[2] jika n =0 (mod 5), n = 4 (mod 5)
b. vo(Pp>Cyp) = m[3| +[%] Jjikan=1 (mod 5)
m|z] +[%] jikan =2 (mod 5),n =3 (mod 5)
n[2] jika m =0 (mod 5),m = 3 (mod 5),
b P) = n =4 (mod 5)
¢. 72(C ) n[B]+[3]  jikam =1 (mod 5)
n|2]+[3] Jjikam =2 (mod 5)

e jika m = ggmod 5), m = 4 (mod 5)
d. 12(Co>Cr) = n[B] +[2] jikam =1 (mod 5)
n[2]+[%] jikam =2 (mod5),m =3 (mod 5)

5. Bilangan dominasi jarak satu dan dua pada graf hasil operasi comb tidak memiliki re-
lasi atau perbandingan secara umum. Hal ini dikarenakan oleh beberapa faktor, seperti
jarak antar simpul, pemilihan simpul elemen himpunan dominasi, derajat setiap simpul,
diameter dan sebagainya.

Referensi

20
[1 ]Chartrand, G. dan Lesniak, L., (1996), Graphs and Digraph, 3" edition, Chapman &
Hall/CRC, 2-6 Boundaru Row, London SE1 8HN, UK.

2 ]gross, J. dan Yellen J., (2006), Graph Theory and Its Applications, Chapman & Ha-
11/CRC, FL 33487-2742 Boca Raton, London.

3 ]ﬂaynes, W. Teresa. (1996), Fundamental of Dominations in Graphs, New York: Marcel
Dekker, Inc.

[4 |Klavzar, S. (1995), "Dominating Cartesian Product of Cycles”, Discrete Applied Mathe-
matics, No.59, hal.129-136.

5 Aputro, S. W., Mardiana, N., dan Purwasi, I.A. (2013), " The Metric Dimension of Comb
Product Graph’, Graph Theory Conference in Honor of Egawa 60th Birthday.

6 ]@yder, (2011), ¢-’Dominating Sets for Families of Graphs, University of Mary Wa-
shington.

[7 |Umilasari, R. dan Darmaji, (2015), giﬁangan Dominasi Jarak Dua pada Graf-graf
Hasil Operasi Korona dan Comb, Tesis: Institut Teknologi Sepuluh Nopember




Perbandingan Bilangan Dominasi Jarak Satu dan Dua pada
Graf Hasil Operasi Comb

ORIGINALITY REPORT

16. 12. 8. 6-.

SIMILARITY INDEX INTERNET SOURCES PUBLICATIONS STUDENT PAPERS

PRIMARY SOURCES

.

docplayer.info

Internet Source

3%

media.neliti.com

Internet Source

2%

David A. Pike. "Decycling Cartesian Products of
Two Cycles", SIAM Journal on Discrete
Mathematics, 2005

Publication

1o

Ramy Shaheen. "K-domination number of
products of two directed cycles and two
directed paths", International Journal of
Computing Science and Mathematics, 2018

Publication

1o

Submitted to Universitas Negeri Surabaya The

State University of Surabaya
Student Paper

1o

blogs.myspace.com

Internet Source

1o




=0

Jana Hajdukova. "Condorcet winner
configurations of linear networks",
Optimization, 2008

Publication

1o

anzdoc.com

n Internet Source < 1 %

n Submitted to School of Business and <1 o
Management ITB °
Student Paper

Submitted to Queensland University of <1 o
Technology
Student Paper
Submitted to Universitas Jember

Student Paper <1 %
research.att.com

Internet Source < 1 %

Pan, H.. "Arithmetic properties of g-Fibonacci <1 o
numbers and g-pell numbers", Discrete °
Mathematics, 20060906
Publication
digilib.uinsgd.ac.id

Integrnet Source g <1 %
www.coursehero.com

Internet Source < 1 %

es.scribd.com



Internet Source

<1 %
studentjournal.petra.ac.id
Internet Soquce p < 1 %
Zeng, L.. "Period-doubling bifurcation of a <1
, . . . %
discrete metapopulation model with a delay in
the dispersion terms", Applied Mathematics
Letters, 200801
Publication
Risan Nur Santi, lka Hesti Agustin, Dafik, Ridho <1 o
Alfarisi. "On the locating domination number of °
corona product”, Journal of Physics:
Conference Series, 2018
Publication
digilib.unimed.ac.id
Integrnet Source < 1 %
tel.archives-ouvertes.fr
Internet Source < 1 %
Submitted to University of Edinburgh
Student Paper y g <1 %
www.slideshare.net
Internet Source < 1 %
Submitted to University of Birmingham
Student Paper y g <1 %

eprints.uny.ac.id



Internet Source

25

25 <1

Francois Couchot. "Modules with RD- <1 o
Composition Series over a Commutative Ring", °
Communications in Algebra, 2003
Publication
Submitted to Universitas Diponegoro

Student Paper p g <1 %
drops.dagstuhl.de

InternFe)t Sourcg < 1 %
www.mathcs.emory.edu

Internet Source y < 1 %

A. V. Shutov. "The Number of Words of a <1 o
Given Length in the Planar Crystallographic °
Groups", Journal of Mathematical Sciences,
09/2005
Publication

H. Futaki, T. Ohtsuki. "Low-density parity-check <1 o
(LDPC) coded MIMO systems with iterative °
turbo decoding”, 2003 IEEE 58th Venhicular
Technology Conference. VTC 2003-Fall (IEEE
Cat. No.03CH37484), 2003
Publication

A. J. Berrick. "Acyclic groups and wild arcs”, <1 o

The Quarterly Journal of Mathematics,
12/01/2004



Publication

Ma, Shasha, and Liancui Zuo. "Equitable
colorings of Cartesian products of square of
cycles and paths with complete bipartite
graphs", Journal of Combinatorial Optimization,
2015.

Publication

<1%

Exclude quotes Off Exclude matches Off
Exclude bibliography  Off



	reviewer 1_2.pdf (p.1)
	reviewer 2_2.pdf (p.2)
	Perbandingan Bilangan Dominasi Jarak Satu dan Dua pada Graf Hasil Operasi Comb.pdf (p.3-20)

